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Sumber gambar: xkcd.com (dikelola oleh Randall Munroe)



0. PROLOG
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A mathematician, like a painter 

or a poet, is a maker of patterns. 

If his patterns are more 

permanent than theirs, it is 

because they are made with 

ideas.
G.H. Hardy (1877-1947)

Sumber gambar: Wikipedia



CUPLIKAN DARI G.H. HARDY 
“A Mathematician’s Apology”
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“The mathematician is in much more direct contact 

with reality. This may seem a paradox, since it is 

the physicist who deals with the subject-matter 

usually described as ‘real’ ...

A mathematician, on the other hand, is 

working with his own mathematical 

reality. ... Mathematical objects are so 

much more what they seem. ... 

317 is a prime, not because we think so, 

or because our minds are shaped in one 

way rather than another, but because it 

is so; because mathematical reality is 

built that way.”
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1.
PRINSIP KETIDAKPASTIAN 
HEISENBERG

Intuisi & Interpretasi



Prinsip Ketidakpastian Heisenberg
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pertama kali dicetuskan oleh Werner Heisenberg

pada tahun 1927, dan dibuktikan secara matematis 

oleh W. Pauli dan H. Weyl pada tahun 1928.

Heisenberg adalah seorang fisikawan teori, perintis

utama mekanika kuantum.

Ia mendapat Hadiah Nobel dalam

bidang Fisika pada tahun 1932 "for 

the creation of quantum mechanics".

Sumber gambar : Wikipedia



Werner Heisenberg (1901-1976)
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Sumber

gambar: 

Wikipedia
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Sumber gambar : Wikipedia



Prinsip Ketidakpastian Heisenberg
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Jika 𝑓 𝑥 ∈ 𝐿2 ℝ , maka

Δ𝑎𝑓 Δ𝜏 መ𝑓 ≥
1

4
untuk setiap 𝑎, 𝜏 ∈ ℝ.

Di sini

Δ𝑎𝑓 ≔
ℝ׬ 𝑥−𝑎 2 𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

ℝ׬ 𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

menyatakan dispersi 𝑓 di sekitar 𝑎.



Interpretasi
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Δ𝑎𝑓 mengukur seberapa banyak 𝑓 tersebar menjauhi 𝑎.

Jika 𝑓 terkumpul di dekat 𝑎, maka faktor 𝑥 − 𝑎 2 akan

membuat pembilang pada Δ𝑎𝑓 lebih kecil daripada

penyebutnya, sehingga nilai Δ𝑎𝑓 akan lebih kecil

daripada 1.

Prinsip Ketidakpastian Heisenberg menyatakan bahwa

Δ𝑎𝑓 dan Δ𝜏 መ𝑓 tidak mungkin kecil dua-duanya. 

Bila salah satu lebih kecil daripada ½, maka yang 

lainnya mesti lebih besar daripada ½.

Semakin kecil Δ𝑎𝑓, semakin besar Δ𝜏 መ𝑓; dan sebaliknya.



Interpretasi
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Dalam mekanika kuantum, 𝑓(𝑥) menyatakan fungsi

gelombang dari sebuah partikel (misal elektron) yang 

bergerak sepanjang sumbu-x, dengan ׬
−∞

∞
𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 = 1.

𝑓 𝑥 2 menyatakan densitas peluang bahwa partikel

berada di posisi x.

Transformasi Fourier dari 𝑓 terkait dengan densitas

peluang untuk momen partikel. Persisnya, jika

ሚ𝑓 𝜌 =
1

2𝜋ℏ
መ𝑓

𝜌

ℏ
, maka ׬

−∞

∞ ሚ𝑓(𝜌)
2
𝑑𝜌 = 1.

Prinsip Ketidakpastian Heisenberg: Δ𝑎𝑓 Δ𝜏 ሚ𝑓 ≥
ℏ2

4
.



Implikasi
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Akibatnya, dalam mekanika kuantum, posisi dan

kecepatan suatu partikel tidak dapat ditentukan secara

persis dalam waktu yang bersamaan.

Sumber gambar : Hyperphysics



Ilustrasi
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https://madartlab.com/heisenberg-uncertainty-principle-and-hummingbirds/

https://madartlab.com/heisenberg-uncertainty-principle-and-hummingbirds/


Ilustrasi
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https://madartlab.com/heisenberg-uncertainty-principle-and-hummingbirds/

https://madartlab.com/heisenberg-uncertainty-principle-and-hummingbirds/
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2.
MATEMATIKA DI BALIK 
PRINSIP KETIDAKPASTIAN 
HEISENBERG



Prinsip Ketidakpastian Heisenberg
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Jika 𝑓 𝑥 ∈ 𝐿2 ℝ , maka

Δ𝑎𝑓 Δ𝜏 መ𝑓 ≥
1

4
untuk setiap 𝑎, 𝜏 ∈ ℝ.

Di sini

Δ𝑎𝑓 ≔
ℝ׬ 𝑥−𝑎 2 𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

ℝ׬ 𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

menyatakan dispersi 𝑓 di sekitar 𝑎.



Transformasi Fourier
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Transformasi Fourier:

መ𝑓 𝜉 = න
ℝ

𝑓(𝑥) 𝑒−𝑖𝜉𝑥𝑑𝑥, 𝜉 ∈ ℝ.

Kesamaan Plancherel:

න
ℝ

መ𝑓(𝜉)
2
𝑑𝜉 = 2𝜋න

ℝ

𝑓 𝑥 2 𝑑𝑥.

Menggunakan notasi norma di ruang 𝐿2 ℝ :

መ𝑓
2

2
= 2𝜋 𝑓 2

2.
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Sumber: G.B. Folland

Ketaksamaan Heisenberg 

mencapai kesamaan ketika

𝑓 𝑥 = 𝑐𝑒−𝑘𝑥
2/2.



Ruang 𝑳𝟐 ℝ dan
Ketaksamaan Cauchy-Schwarz
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Ruang 𝐿2 ℝ :

𝑓 ∈ 𝐿2 ℝ j. h. j. 𝑓 2 ≔ න
ℝ

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

1
2

< ∞.

Jika 𝑓 dan 𝑔 ∈ 𝐿2 ℝ , maka

න
ℝ

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 ≤ න
ℝ

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

1
2

න
ℝ

𝑔 𝑥 2𝑑𝑥

1
2

= 𝑓 2 𝑔 2.



Prinsip Ketidakpastian Heisenberg: 
Kasus 𝒂 = 𝟎 dan 𝜶 = 𝟎

Seri Kuliah Umum7 SEPTEMBER 2019

Jika 𝑓 ∈ 𝐿2 ℝ , maka ketaksamaan Heisenberg menjadi

න
ℝ

𝑥𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 න
ℝ

𝜉 መ𝑓 𝜉
2
𝑑𝜉 ≥

1

4
න
ℝ

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 න
ℝ

መ𝑓 𝜉
2
𝑑𝜉 .

Mengingat ෣𝑓′ 𝑥 = 𝑖𝜉 መ𝑓(𝜉) dan መ𝑓
2

2
= 2𝜋 𝑓 2

2, maka

න
ℝ

𝑥𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 න
ℝ

𝑓′(𝑥) 2𝑑𝑥 ≥
1

4
න
ℝ

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

2

atau

𝑥𝑓 𝑥 2
2 𝑓′ 𝑥 2

2 ≥
1

4
𝑓 2

4.



Prinsip Ketidakpastian Heisenberg: 
Kasus 𝒂 = 𝟎 dan 𝝉 = 𝟎
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Jika 𝑥𝑓 𝑥 ∉ 𝐿2 ℝ atau 𝑓′ 𝑥 ∉ 𝐿2(ℝ), maka ruas kiri

pada ketaksamaan Heisenberg bernilai tak terhingga, 

sehingga ketaksamaan jelas berlaku. 

Jika 𝑥𝑓 𝑥 ∈ 𝐿2 ℝ dan 𝑓′ 𝑥 ∈ 𝐿2(ℝ), maka dengan

pengintegralan parsial kita mempunyai

න
ℝ

𝑓 𝑥 2 𝑑𝑥 = −2 Reන
ℝ

𝑥𝑓(𝑥)𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥.

Berdasarkan ketaksamaan Cauchy-Schwarz, kita peroleh

න
ℝ

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥 ≤ 2 න
ℝ

𝑥𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

1
2

න
ℝ

𝑓′(𝑥) 2𝑑𝑥

1
2

.

Ketaksamaan Heisenberg diperoleh dengan

menguadratkan kedua ruas ketaksamaan ini.
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3.
PERUMUMAN PRINSIP 
KETIDAKPASTIAN 
HEISENBERG



An Eagle’s View

Matematikawan

mengawang-awang

atau mengangkasa

untuk bisa melihat

pola yang ada.

Seri Kuliah Umum



Perumuman Ketaksamaan

Heisenberg di 𝑳𝟐 ℝ𝒏
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Ketaksamaan Heisenberg yang lebih umum di 𝐿2 ℝ𝑛

ditemukan oleh W. Beckner pada tahun 1995:

න
ℝ𝑛

𝑓 𝑥 2𝑑𝑥

2

≤ 𝐶 𝑛, 𝛼 න
ℝ𝑛

𝑥 𝛼𝑓 𝑥
2
𝑑𝑥 න

ℝ𝑛
𝐷
𝛼
2𝑓 𝑥

2

𝑑𝑥

dengan 𝐷
𝛼

2 = −Δ 𝛼/2 menyatakan operator turunan

fraksional, yang didefinisikan via
෢
𝐷
𝛼
2 𝜉 = 𝜉 𝛼 መ𝑓 𝜉

untuk 0 < 𝛼 < 𝑛.

Ketaksamaan Heisenberg sebelumnya merupakan kasus

khusus 𝛼 = 1.

W. Beckner, Pitt's inequality and the uncertainty principle, Proc. Amer. Math. Soc. 123 (1995)
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Ada Banyak Alat Ukur Tersedia

0 1

1

x1

x2
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Ada Banyak Alat Ukur Tersedia

0 1

1

x1

x2



Ruang 𝑳𝒑 ℝ dan
Ketaksamaan Hölder
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Ruang 𝐿𝑝 ℝ , 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞:

𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ℝ j. h. j. 𝑓 𝑝 ≔ න
ℝ

𝑓 𝑥 𝑝𝑑𝑥

1
𝑝

< ∞.

Jika 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 ℝ dan 𝑔 ∈ 𝐿𝑞 ℝ dengan
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, maka

න
ℝ

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 ≤ න
ℝ

𝑓 𝑥 𝑝𝑑𝑥

1
𝑝

න
ℝ

𝑔 𝑥 𝑞𝑑𝑥

1
𝑞

= 𝑓 𝑝 𝑔 𝑞



Perumuman Ketaksamaan

Heisenberg di 𝑳𝒑 ℝ𝒏
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Ketaksamaan Heisenberg yang lebih umum di 𝐿2 ℝ𝑛

dapat dituliskan dalam notasi norma sebagai:

𝑓 2
2 ≤ 𝐶 𝑛, 𝛼 ⋅ 𝛼𝑓 2 ‖ 𝐷

𝛼
2𝑓

2
,

dengan 0 < 𝛼 < 𝑛.

Perumumannya di 𝐿𝑝(ℝ𝒏) diperoleh oleh Beckner pada

tahun 2008:

𝑓 𝑝 ≤ 𝐶 ⋅ 𝛽𝑓
𝑞

𝛾
𝛽+𝛾 𝐷

𝛾
2𝑓

𝑟

𝛽
𝛽+𝛾

,

dengan 𝛽 > 0, 0 < 𝛾 <
𝑛

𝑟
, 𝑝 > 1, 𝑞 ≥ 1, 𝑟 > 1,

𝛽+𝛾

𝑝
=

𝛾

𝑞
+

𝛽

𝑟
.

W. Beckner, Pitt's inequality with sharp convolution estimates, Proc. Amer. Math. Soc. 136 (2008)



Perumuman Ketaksamaan

Heisenberg di 𝑳𝒑 ℝ𝒏
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Hasil Beckner diperumum lebih lanjut oleh P. Ciatti, 

M. Cowling, dan F. Ricci pada tahun 2015:

𝑓 𝑝 ≤ 𝐶 ⋅ 𝛽𝑓
𝑞

𝛾
𝛽+𝛾 𝐷

𝛾
2𝑓

𝑟

𝛽
𝛽+𝛾

,

dengan 𝛽, 𝛾 > 0, 𝑝 > 1, 𝑞 ≥ 1, 𝑟 > 1,
𝛽+𝛾

𝑝
=

𝛾

𝑞
+

𝛽

𝑟
.

Bila sebelumnya 0 < 𝛾 <
𝑛

𝑟
, sekarang 𝛾 > 0 tanpa

batas atas.

P. Ciatti, M. Cowling, and F. Ricci, Hardy and uncertainty inequalities on stratified Lie groups, 

Adv. Math. 277 (2015)
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4. EPILOG
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4. EPILOG
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Apa aplikasi dari ketaksamaan Heisenberg di 

ruang 𝐿𝑝 ℝ𝑛 , apalagi di ruang Morrey? 

Entahlah. Bukan tugas saya untuk menemukan

aplikasinya.

Tak sedikit penemuan matematika yang 

aplikasinya diketahui puluhan bahkan ratusan

tahun kemudian (oleh orang lain, tentunya).

Contoh pertama adalah aljabar Boole yang 

dikembangkan oleh George Boole pada

1847, yang aplikasi pertamanya dalam

rangkaian saklar listrik disadari oleh

Charles S. Peirce pada tahun 1886. fromreadingtable.com



4. EPILOG
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Contoh kedua adalah masalah matematika

murni “Sum of Squares” yang dikemukakan

oleh David Hilbert pada tahun 1900: apakah

setiap polinom tak negatif dapat dinyatakan

sebagai jumlah dari beberapa fungsi rasional

kuadrat, misalnya

5𝑥2 + 24𝑥 + 29 = 𝑥 + 2 2 + 2𝑥 + 5 2.

Masalah ini baru terjawab pada tahun 1927 

oleh Emil Artin, dan baru pada tahun 2017 

yang lalu ditemukan aplikasinya dalam

teknologi drone dan kendaraan tanpa

pengemudi, oleh Amir Ali Ahmadi dan

Anirudha Majumdar.



4. 
EPILOG
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Contoh ketiga

adalah Rumus

Wallis untuk

bilangan Pi 

yang ditemukan

pada tahun

1655; baru-baru

ini diketahui

aplikasinya

dalam fisika

kuantum.



TERIMA KASIH 
ATAS PERHATIANNYA.
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Δ𝑥Δ𝜌 ≥
ℏ

2

Matematika menawarkan solusi untuk masa depan, 

termasuk untuk masalah yang belum muncul saat ini.


