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Kuliah yang Lalu: Limit Fungsi

NP

c—6 c c+0
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Benar/Salah Kalimat Berikut?

Untuk setiap € > 0 terdapat 6 > 0 sehingga:
JikaO< |x—2] <6, maka [x?—4]| <&.

Benar; bilangan 6 > 0 yang memenubhi
pernyataan di atas adalah 6 = ......... ?7?

Ini membuktikan bahwa: lim x* = 4.

X—2
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Latihan

1. Buktikan bahwa lim(2x—7) = —1. [Mudah; 5 =&/2]

X—3

2. Buktikan bahwa lim+/x =2. [6=2¢]

X—>4

3. Buktikan bahwa lim x? = 4. [6=??]

X—2




Analisis Pendahuluan lim x* = 4.

X—>2
Diberikan € > 0 sembarang, kita harus mencari 6 > 0 sehingga:
jlkaO< |x—2| <6, maka |x*—4| <e ... (*)

Untuk itu, kita bekerja mundur dari bentuk |x? —4].
Perhatikan bahwa

X2 =4| = |x+2||x=2]| ... (#)
Jika kita bisa menaksir |x + 2|, maka tugas kita akan mudah.

Karena kita sedang berbicara tentang x di sekitar 2, mari kita
asumsikan bahwa |x—2| < 1.

Dalam halini, 1 < x < 3, sehingga 3 < x+2 < 5. Jadi |x+ 2| <5.
Kembali ke (#), kita dapatkan: [x?—4| <5|x—2].
Jadi, jika |[x—2|< /5, maka |x?— 4| <&,

Dengan demikian ada dua hal yang menjamin | x> — 4| < g, yaitu:
x—2| <1ldan |x—2]| <g/5.

Dalam hal ini kita dapat memilih 6 = min { 1, €/5}, sehingga jika
x—2| <6, maka [x—2| <1dan |x—2]| <g/5.
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Bukti bahwa lim x* = 4.

X—2

Diberikan € > 0, pilih 6 =min {1, €/5}.
Selanjutnya kita periksa jika 0 < [x— 2| < 6, maka
IX2—4| = |x+2]|x-2]
<5|x—2]| (karena |x + 2| < 5)
<€ (karena |x— 2| < €/5).
Ini membuktikan bahwa lim x* = 4.

X—2
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Soal PR (Dikumpulkan hari Jumat)

Buktikan bahwa Iim i = 2.

D
2
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Sasaran Kuliah Hari Ini

1.3 Teorema-Teorema Limit

Menggunakan teorema-teorema limit dalam
penghitungan berbagai limit fungsi aljabar.

1.4 Limit Fungsi Trigonometri
Menghitung berbagai limit fungsi trigonometri.
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MA1101 MATEMATIKA 1A

1.3 TEOREMA-TEOREMA LIMIT
Menggunakan teorema-teorema limit
dalam penghitungan berbagai limit
fungsi aljabar.
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Teorema Utama Limit Catatan. Teorema

merupakan suatu
pernyataan yang

Misalkan k konstanta, n € N, f dan g dapat dibuktikan
fungsi yang mempunyai limit di c.  kebenarannya, dan

1.

kemudian dapat

limk =k. digunakan sebagai
X=e “senjata” kita dim
lim x =c. pemecahan
X—>C masalah terkait.

- limkf (x) =k lim f (x).

X—C X—C

lim[ f (x) + ()] = lim  (x) +lim g (x).



Teorema Utama Limit
5. lim f(X)-g(x) =lim f (x)-lim g(x).
6. lim f(x)/ g(x)=Ilim f (x)/lim g(x), limg(x) = 0.

7. lim[f O] =[lim £ ()],

8. IlmQ/ f (X) \/Ilm f (x), asalkan lim f (x) >0

X—>C
untuk n genap.

Catatan. Teorema berlaku juga untuk limit sepihak
(limit kanan dan limit kiri).




Contoh Penggunaan Teorema Limit

1. lim(2x°® +5x—=7)=2(lim x)’ +5lim x = lim 7

Xx—1 x—>1 Xx—1 Xx—1

~2.1°+5.1-7=0.

Szes limyx2+5 ) \/(Iim x)? +1lim5

- X—>2 X—2
2. lim = X222

-2 X+1 Iirr;(x+1) |iI’T; X+|iﬂ;1
V2P 45 V9 _1

2+1 3



Contoh Penggunaan Teorema Limit

3. Diketahui lim f (x) =3 dan lim g(x) =8.

X—1 Xx—1

Tentukan Iin} fg(x).m.
Jawab: Menggunakan Teorema 5, 7 dan 8§,
lim £ (x)-3/g(x) = (lim f (x))* -B\/linq g(x)
—3%.3/g =18.




Teorema Substitusi

Jika f adalah fungsi polinom atau fungsi
rasional, maka

lim f (x) = f (c)

X—C

asalkan f(c) terdefinisi.

Contoh 1. lim(2x® +5x-7)=2.1°+5.1-7=0.

Xx—1

X° +2 2% 42 6
Contoh 2. IIm = 2.
-2 X+1  2+1 3




Teorema Apit

Misalkan f, g, dan h fungsi yang memenuhi

f(x) < a(x) < h(x)
untuk x di sekitar c. Jika
lim f (x) =limh(x) =L,
Maka X—C X—C
limg(x) = L.

X—>C

Catatan. Teorema Apit berlaku pula untuk limit
sepihak.




Contoh Penggunaan Teorema Apit

Untuk x > 0 di dekat O, berlaku
-1 <sin(1/x) < 1.

Bila kita kalikan ketiga ruas dengan x, maka
-X < X.sin(1/x) < x.

Karenallm( X) = lim X =0, maka menurut

0+
TeoremaApit
lim xsin<+ =0.

Xx—0F

Dengan cara serupa, lim xsin = =0.

Xx—0"



Latihan

1. I\/Ienggunakan teorema limit, hitunglah:
Clim (X —4x+ 1)

X—-1
Jxé—1

. lim

-3 X2 +1

Catatan. Sebutkan teorema yang anda pakai.

2. Buktikan bahwa lim x? cos - =0.

Xx—0
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1.4 LIMIT FUNGSI TRIGONOMETRI
Menghitung berbagai limit fungsi
trigonometri.



Limit Fungsi Trigonometri

1.limsin Xx=siInc¢ 2.llmcos x =cosc

X—C X—C

3.limtanx=tanc 4.limcotx=cotc

X—C X—C

5.limsec x =secc 6.liImcscx =cscc

X—C X—C



Bukti bahwa limsin x =sinc¢

X—>C

Untuk t > 0, berlaku O<|BP|<|AP].

F . P Karena |BP| =sintdan |AP| <t,
{ maka O<sint<t.

B /A
° Dengan Teorema Apit,
limsint =0.

t—0"
Serupa dengan itu, Iirgl sint =0.
- . t—0
Jadi Ilng sint =0.
t—

Dengan cara serupa, dapat dibuktikan Itlrrg cost =1.



Bukti bahwa limsin x =sinc¢

X—>C

Untuk menunjukkan bahwa limsint =sinc,

t—cC

misalkan k = t — c sehingga k - 0 ketika t - c.
Jadi
limsint =limsin(c + k)

t—>cC k—0

= Ikirrg(sin c.cosk +cos c.sin k)
%

=(sinc).1+(cosc).0
=SIn C.




Limit Trigonometri Khusus

. SIn . 1-
1.I|m—S tzl. 2.lIm Cost =
t—0 ’[ t—0 t

0.

Bukti (1) diperoleh dengan menunjukkan bahwa

untuk t # O, berlaku
I
CoSt < St—t <l1.

Karena limcost =1, maka dengan Teorema Apit
t—0 Sint

kita simpulkan bahwa Itlng e =1.



Latihan

sint

1. Menggunakan fakta bahwa lim——=1,
t—-0 {
hitunglah:
- 2
2 limsint.cot2t b, lim SMX +2%)
t—0 Xx—0 2X2+X
, . 1-—cost
2. Buktikan bahwa lim =0.

t—0 t



